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の可換な(すなわち [Q，P] = 0を満たす)対を見出す問題は20世紀初頭にSchurらによっ
て採り上げられ， 1920年代のBurchnallとChaundyの研究ではすでに代数曲線やAbel函
数論との関わりが指摘されていた.この問題はその後， 1970年代以降のソリトン方程式
の研究において新たな位置づけを得て，今日に至っている.その間， Drinfeld， Mumford， 


























の一般的特徴を明らかにした.また，最も簡単な m= 4， n = 6で階数 2の場合には(ス
ペクトル曲線は楕円曲線になる)零曲率方程式の具体的な形を決定したそこから得ら












とNovikovの研究以後の進展)に関する解説資料としてはPreviato，Wi1son [20]， Mulase 






















S = 1 + 'LSe8;k 
e=1 
を導入して状況を解釈してみよう.ψ(x，xo，入)は
ψ(爪xo，入)= Se{x-xo)入 (2.3) 
とあらわせる.また，Qは
Q = S8;"S-1 (2.4) 
とあらわせる(右辺は擬微分作用素の合成である).可換性の条件 [Q，P]= 0は
[8:， S-1PS] = 0 




p(入)はp(入)= An + P1An-1 +・・・という定数係数のLaurent級数である.左右から Sと
S-1を掛けて Pに戻してやれば，Pの表示
P = p(Q) (2.5) 
が得られる.また
Pψ(x， xo，入)= p(入)ゆ(x，xo，入) (2.6) 
もこれからすぐにわかる.
3 
ω を 1の m 乗根 ω=e21'i /mとして，入叶 wk入，k = 1，2，・・・?としづ変換を考える.
p(ωた入)， k=1，2，・ー?のうち最初に p(入)に戻るのが k= mのときであるとする.すな
わち
p(ωk入)f p(入)(k = 1，・・ 7仇)ぅ p(ω雨入)=p(入)• (2.7) 




































θfゆjlxご Xo= djk (3.2) 
としづ初期条件で定める.線形微分方程式の初期値問題の解についての一般論から，これ
らが zについて整函数であることがわかる.必要に応じて zおよび、 Xoについての依存性
を明示してゆj(x，xo，z)ともあらわすことにする(というよりもむしろ，このように変数
を全部書くと見づらくなるときには変数を書くのを省略する，と言うべきだろう). 
P はQと可換なので Qψ=zゅの解空間 (m次元で，ゆ0，・・ 7世間一1を基底とする)に
線形写像として作用する.言い換えれば
Pφ(x， XO， z)=φ(x，xo，z)M(xo，z) (3.3) 
という行列 M(xo，z)が決まる.ここで φ(x，xo， z)はゆ0，・・，4>m-lを並べたベクトル























A = BQ + C， C = CO + CIOx十 Cm-lθr-1?









Aψ=乞(Co，e+ C1，e8x +・…+Cm-υ8;--1)zeψ 
e>o 




という多項式である.8xのべき乗と Pとの積 P，8xP，・ 70r-1pに対してこの割り算を
実行すると，一連の多項式 υjk(Z)，j， k = 0，・・，m-lが決まって，Qψ=zψの任意の解
ψに対して
Pψ 口 υoo(z)ψ十りu1(z)8xψ十・・・ +VO，m-1 (z)8;--1ゆ7










V(♂， z)= (りjk(X，Z)j，k=O，ooo，m-1 
(3.5) 





= V(x， z)φ(x，XO，z) (3.6) 
6 
M(xo， z) = V(xo， z) 
が得られる.特に次のことが確かめられた:






コ φ(x，xo， z)M(xo， z)
と見比べると
M(xo， z)=φ(x，xo，z)一lV(X，Z)φ(x，xo， z) (3.7) 
という等式が成立することがわかる.初期条件 φ(xo，Xo， z)= 1を思い出せば，この式を
x = Xoに制限することによって M(xo，z)の表示式
注意




V(x， z)=争(x，xo， z)M(xo， z)争(X，XO，Z)-l
と書き直して Z で微分すると













M(xo，z)c =ωc (3.10) 
が成立すれば， ψー φ(x，xo， z)cはQ，Pに対する国有値対 (z，切)の同時固有函数となる.
逆に，任意の同時固有函数はこの形で得られる.
7 
証明 C を M(xo，z)の固有ベクトルとする.ψ はめの 1次結合だから明らかに同じ方
程式Qψ=zψを満たす.もう一つの方程式を満たしていることも






ゆ=φ(x，XO， z)Cという定数ベクトル Cが存在する.これを用いて P7t=切ゆという方程
式を書き直せば
φ(x，xo，z)M(xo，z)c=φ(x， xo， z)ωc 
となるが，ゆoぃ・.，4Jm-lは函数系として 1次独立だから φ(x，XO， z)を取り除いた等式
M(xo，z)c =ωcが成立しなければならない.これは Cが M(xo，z)の固有ベクトルで、あ
ることを意味する.(証明終わり)






は相似な行列に変わるだけで，固有多項式 det(wI-M(xo， z) は変わらない.すな
わち，det(wI -M(xo， z)はい，z)の定数係数多項式である:
det( wI -M (xo， z)εC[z，叫. (3.12) 
このことは M(xo，z) = V(xo， z)がXoについて Lax方程式を満たすことからも結論
できる.




固有多項式 det(wI-M(xo，z) の構造を z ∞の近傍で考える.この際に形式的
Baker-Akhiezer函数 ψ(x，xo， z)が利用できる(代数幾何学的には z=∞の形式的近傍
を調べることになる). 
8 












det(ωI-M(xo，z))= II(ω _ jJ( e27rij/品川r (4.1) 
と書き直せることがわかる.これは M(xo，z)の各固有値が z=Oの形式的近傍で γ重に
縮退していることを示している.このことから次が従う.
定理 1f(z，切)を上の式の r乗根，すなわち
f(z， w)= II (ω _ jJ( e27rij/雨入r) (4.2) 
と定義すると，f(z，ω)はz，wの多項式になる.zについての次数は先に等しい.
証明 切については明らかに多項式だから zについて多項式であることを示せばよい.
det(ω1 -M(xo， z)は (z，切)の多項式で，f(z，切)はその r乗根であるから，f(z，切)は
zについて代数函数で、ある.f(z，切)の定義式の 1次因子は z ∞の周りで多価だが，
多価性は 1次因子の入れ替えを引き起こすだけ々ので，それらを掛けたものは 1価にな
る.つまり f(z，切)は Z について z=∞の近傍で1価である.これは f(z，切)自体が
多項式であることを意味する.次数についての主張は戸(κ)の κェ∞における振る舞い
jJ(κ)=κ九十・・・からわかる.(証明終わり)









している.それに対応する間有空間は r次元であり，その基底 Co，・・， Cr-1を選べば，そ
れらが定める同時国有関数系
ψk=φ(X，XO，Z)Ck， k = 0，・・，rーし (5.1) 
は同時固有函数の空間












存する r個の 1次独立な固有ベクトルの組があることを示せばよい.r = 1の場合にはこ
の種の議論はよく知られているので[2，付録3]，それにならって考えればよい). 
アフィンスベクトル曲線roの方程式は
f(z ， 切)口 Wñ~ 十 αl(Z)ω品-1 十・・・十 α品 (z)= 0 
という形をしている.向(z)ぃ・ ?α而(z)は Zの多項式である.これを γ∞:Z=ω=∞で
1点コンパクト化したものを rとあらわす:
r = rOu {γw}，γ∞= (∞7∞) . 
γ∞の近傍ではこの曲線は z=∞の上方でm重に分岐している.各分校は
W=長(e21rik/仇入r)口戸(e2れた/而κ)， k = 0ぅ1，・・ 7仇 -1 (5.3) 
で与えられる.特に， γ∞の近傍の局所座標として κ-1を選べばよいことがわかる.前述




r > 1とする.Eを γ∞の近傍まで延ばすためには同時回有函数系 ψ0，・・ ，'ltr-lの
Z →∞での振る舞いに注目する.z →∞での振る舞いは形式的Baker四A凶iezr関数と比
較することによって調べることができる [8，11， 12]. それによれば，
03ψjlx司 o= djk (5.4) 
というように正規化した同時固有函数系(そのように選び直すことは常にできる)につ
いて
(妙。?・・・?ゆr-t)= (1+ CO，・・・?とr-t)雪。 (5.5) 
となる.ここでとoぃ・・，Cr-lはκの負べき級数
Ck = 2二CkCκ-e (5.6) 
であり，雪。=曹O(X，XO，κ)は






。 l o 0 1 
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o 0 ・ o 1 

















注意 直線束すなわち1'=1の場合には Q，Pの向時固有函数の空間は1次元であり 1
偲の同時富有函数 ψが決まる.この場合には z=入=κ であり，上の関係の代わりに







ここでも â~'ltk Ix=xo =んたというように正規化された同時国有函数系ψk，k = 0，・・，7'-1
を引き続き考える(正規化の仕方はこれに限るものではないが，これが最も考えやすい). 
これらは r上の函数で，x，xoにも依存する.変数を明示するときには仇(x，xo， z， W)あ





M(xo， z)の国有ベクトル Ck，k = 0，・・・，1'-1の極だから xに依らず一定の位置にある
(ただし Xoには依存する). genericな状況ではこれらの極はいずれも単純極と考えられ
る.これらを引い・ .，')'Nとあらわす.さらに%における同時固有函数の留数Res"Ys仇dz，
k = 0，・・，r-1 (♂の函数となる)を考えて，これら r個の函数のうち 1次独立な組の
最大偶数を msとあらわす (Krichever[8]はこれを κsと書いているが，前述の κと紛
らわしく，またあとで κsを別の用途に用いるので，ここでは msと書くことにしよう). 
Kricheverの詳しい議論によれば(ただしミスプリがある)次のことがわかる.
檎題 3
N 2: ms =γg (6.1) 
としづ等式が成立する.ここで gは Fの種数である.
証明の方針 この等式を導く際には zに対する M(xo，z)の固有値の重複分を省いたも
の ω=ω1，・・川切而 (つまり Fから plへの射影 (z，切)吋 Zの逆像の切座標)から m
個の函数仇(x，XO， z，ωj) (k=O，・ぺ Tー し j =L・ ，m) をつくり，そのWronski行列
式の平方
F=似(伽(x，xo，z，切j)I f= 0，..， rn -1， j = 1，..， m， k = 0，バ _1)2 (6.2) 
12 
を考える.平方することで ωj達の入れ替えに依らなくなるので，これは zの函数とし
てwelldefinedで，結果として有理函数となる.その極は z ∞と γs達の射影の像





れる genericな状況 (Kricheverの用語では「一般の位置J)では msはいずれも 1に等
しい.以後，この状況
ms = 1 (s = 1ぃ・川1"g) (6.3) 
を仮定しよう.
このとき同時間有函数系は N= 1"g個の点 γ1，・・，i'rgにおいて 1位の極をもっ.さら
に，そこでの留数 Res1'sψたのとして得られる Z の r個の函数のどれか一つ，たとえば
k口1"-1を選べば，他の1"-1個はそれにある定数 αs.kを掛けたものとして
hfsψ山之内，k~es 'Or・-1dz ， k = 0， . • • ， 1"-2， 
γs 
とあらわせる.このことを











定義 こうして得られるデータ (γs，αs)E r xpr-t， s-1，・ ，1"g，の組をTyurinパラメ}夕
という.Xoを変えればこれらは変わるので，そのことを強調するときには (γs(Xo)，αs (xo)) 
と書く.
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¥ â~-lψ ¥ x CfJO 
(7.1) 世(x，XO，')"= 
の退化するところ，すなわち det曹(x，XO，γ)の零点に関連して現れる.










分方程式は係数行列がtrace-freeだから det守O(x，Xo，κ) = 1である.したがって det曹は
γ∞で
det守=1 +O(κ-1 ) 
14 
と振る舞う.これから求める結論が得られる.(証明終わり)
det守は γs(xo)，8 1，・・ 7切に極をもつので，対応して '('g個の零点 γs(x)，8口
1，・・・?げが存在することになる.
det曹(x，XO，γ) = 0， P =甘い)，・・?γ'rg(X). (7.3) 
これらの極の位置は Z に依って動く.さらに，仇遠の正規化の仕方から曹Ix=xo= 1な







A(x， XO，γ)=δIx¥[l(X， XO，γ)・守(X，XO，γ)一 (7.4) 
という行列に関係、がある.¥[1がWronski行列であることからこの行列は必然的に
。1 。 。。。1 
A(い 0，1')= I 。 (7.5) 。。 。1 
αr αr-l α2 α1 
という形になる.α1，・・ 7偽は X，Xoとγ=(z，切)E rの函数であり，ゆoぃ・.，'ltr-lはこ
れらを係数とする線形常微分方程式
(死一 α1071一・・・ー αγ)ゆ=0 (7.6) 
の解の基本系に他ならない (Wronskian構成法).これらの函数あるいは行列 A(x，XO，γ) 
自体の γ=(Z，ω)の函数としての性質については次のことがわかる.
定理 3α1，・・ ，arは γ=(Z，切)に関して F上の有理型函数であり，揮は γ∞と γs(X)， 
8=1ぃ・・ ，'('gにある. さらに， γ→γ∞において
α1 = O(κ-1 )， 
αj 一切j十O(κ-1) (j=2，・・・，'('-1)ぅ (7.7) 
αr κ一切r，
と振る舞う (ωゎ・・・ 7叫は¥[10の定義微分方程式の係数に現れた函数).また， γ→γs(X)
において
βs(X)αs(X) 
A(x， XO， 1')一 +0(1) 
z -Z(γs(X ) 
15 
(7.8) 
となる.ここで lXs(X)とβs(x)は Z に依存する r次元ベクトノレで、ある.αs(x)を





























このようにして，行列 A(x，xo，γ)の極のデータから Z に依存して動く Tyurinパラメー
タ (γs(x)，αs (x)εr x pr-l， S = 1，.・ ，rg，が取り出される.これらは r= 1の場合の
Baker-Akhiezer函数の零点因子に相当するものである.r = 1の場合の Baker四Akhezer






















くべきことがある.それはTyurinパラメータの Z 依存性と Aを係数とする線形微分方
程式























logdet喧(x，xo，(')= log(z -z(γs(x)) +0(1) 
となるが，右辺については前節で示したことから
TrA= !r( tβs(x)αs(x)1 + 0(1) 
z -z(γs(x) 
であるから，主導項を比較して
axz(γs(x)) + Tr( tβs(x)αs(x))=O 
という式が成立することがわかる.これが γs(x)の満たすべき必要条件である.ちなみに
トレースの部分は αs(りと tβs(x)の積に等しいから




切(x，Xo， (') =守s，o(x)十守s，l(X)(Z-z(γs (x)十・・・?
tβs(x)αs(x) 
















= 8x(αs(x)守s，o(x))ー んαs(x)・曹s，O(x)十αs(x) tβs(x)αs(x)守s，1(x) 
= -8xαs(x)・守s，o(x)+αs(x) tβs(x)αs(x)曹s，1(x) 
が得られる.ここですでに得た等式 θIXZ(γs(x))十αs(x) tβs(x) = 0を利用した.他
方，右辺から
αs(X)(As，1(X)申ゅ(x)十 tβs(x)αs(x)守s，1(X))

















一 +As，1(X) + O(z -z(γs(x))) z -z(γs (x) 
2.守=曽(x，Xo，γ)は γs(x)の近傍で定義された正員IJ函数の行列であり，微分方程式




8x(γs(x) )十Tr(tβs(x)αs(x)) = 0， 










L = 8x + g2(x)8;1十g3(X)8;2十・・ロ S8xS-1 (9.1) 
と構成される擬微分作用素はKP階層のLax作用素に他ならない.Q，Pはこれを用いて
Q=Lぺ P= p(L) 
とあらわされる.左辺はもちろん微分作用素なので，これはKP階層に
(Lm)<o = (p(L))<o = 0 (9勾
という拘束条件を課したものとみなせる.ここで( )<0は九の負べきからなる部分を
取り出すことをあらわす.








。tkQ= [Bk， Q]， θ'tkP = [Bk， P] (9.4) 
に従う.なお Bkの間ではいわゆるZakharov-S h abat方程式(微分作用素に関する一種の
零曲率方程式)







2. r x r行列の零曲率方程式.行列要素は F上の有理型間数である.
第一の形式はすでに導入した mxm行列 V(x，の (今の場合は tにも依存する行列














δtk V(z) = [Uk(Z)， V(z)] (9.7) 
という Lax方程式ならびにそれに付随する零曲率方程式





構造をもっ(ただし γ∞では高位の極をもっ)一連の γxr行列 Ak(γ)に対する零曲率
方程式系





た.r x r行列表示は同様の意味で (Q，P)の同時固有菌数への微分作用素の作用を行列で
表示することにより得られる • V(z)に相当する行列がないのはそのためである(同時間
21 


















G=θ;-α1072ー ・・・一αr (9.10) 
としづ微分作用素である.これは妙。?・・.，'ltr-lを向次解の基本系とする微分作用素だった
ことを思い出されたし、6 ちなみに， mxmの場合の場合には Qによる割り算を行った






















A1(γ) = A(γ) (9.13) 
がわかる.おかげで今の設定でもむと zを同一視できる.










8:w(γ) = Dk(γ)曽(γ)， k = 1，2，・・ (9.14) 
という行列 Dk(γ) (その存在は上と同じ議論でわかる)の性質を調べることにする.
Do(γ)=1とおけば，Dk(γ)は
Dk+1(γ) = 8xDk(γ) + Dk(γ)A(γ) (9.15) 
という漸化式に従う.D1(γ) = A(けとなることに注意されたい.A(γ)はr上の有理型
菌数の行列で， γ∞と γs(x，t)， s = 1，・・，rg，において極をもち他では正員IJだが，この漸
化式によって Dk(γ)も同じ性質をもつことがただちにわかる.さらに，Bkを
Bk = 8:+ bk，28:-2十・+bk，k 
とあらわせば (bk，2'・ ，bk，kは x，tの函数)， Ak(γ)は




補題 5Dk(γ)， k = 1，2，・..，は r上の有理型函数の行列で， γ∞と γs(x，t)， k = 1，・・川rg，
に極をもち，他の点では正別である.γs(x，t)での極は 1位であり，そこで






る(田中・伊達の本 [25}参照).今の場合には G自体が γ口 (z，ω)の複雑な有理型函数を係数に含んでいて，
手軽な漸化式や母函数をつくることが難しい.もっとも，この方向をもう少し追求する価値はあるだろう.
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証明 k についての帰納法による • D1(γ) = A(γ)についてはすで、にわかっている.さ






tβDk'S(X， t)αs(x， t)θげs(x，t) 
一 (z-γs(X，t)2 
十 (θxβDk，s(X，t)αs(x，t)十 tβDk'S(X，t)axαs(x， t) + 0(1) 
z-γs(x， t) 
tβDk，s (x， t)αs(x， t)tβs(x， t)αs(x， t)
(z -γs(x， t))-2 
十 tβDk'S(X，t)αs(x， t)As，l (x， t)+ Dk，s，l (x， t)tβs(x， t)αs(x，tL +0(1) 
z-γs(x，t) 







定理 5An(γ)はγについて F上の有理型函数の行列で， γ∞と γs(x，t)， s = 1，・・，rg， 
において極をもち，他では正良IJである.γs(x，t)における極は 1位であり，そこで









となるが，Qに対する Lax方程式 atkQ= [Bk' Q]を用いてこれを変形すれば
(Q z)(atkψ(γ) -Bkψ(γ)) = 0 
となる.同様に Pψ(γ)=ωψ(γ)から















。tk曹(γ)= Ak(γ)切れ)ー 守(γ)Mk(γ) (9.20) 
という方程式が得られる.さらに，守(γ)が以前のように守(γ)1出向 =1と正規化されて
いれば，この式の両辺を Z 二 Xoへ制限することによって
Mk(γ) = Ak(γ)1出向 (9.21) 













θtkψ(γ) = Bkψ(γ) -ψ(γ)Mk(γ) 
をむで微分し，t，eに関する同じ形の方程式を用いて変形すると
Otf.Otkψ(γ = Otf.(Bk'lt(γ)-ψ(γ)Mk(γ)) 
aBz. ." ~ Oψ(γ)θψ(γ)θMk(γ) 
= 前 (γ)+ Bτ -ot，e 一物)-~'ß;; 
九口.231fψ(γ)十叫んψ(γ)一ψ(γ)叫 (γ))。Mk(γ)
一(B，eψ(γ)-ψ(γ)M，e(γ))Mk(γ) -ψ(γ)θt，e 
となる.これと k，fを入れ替えた式の辺々差をとり，Bk，B，e に対する Zakharov四Shabat
方程式を用いて整理すると
ψ(γ)(θtkM，e(γ) -Otf.Mk(γ) +M，e(γ)Mk(γ) -Mk(γ)M，e(γ)) = 0 
という等式を得る.括弧内は Zに依らない量なので，仇(γ)達の Zの函数としての 1次独
立性によって括弧内の量がゼロであること，すなわち求める方程式が従う.(証明終わり)
この零曲率方程式によって
θtkC(γ) = Mk(γ)C(γ)， k=1，2，・・ 7 (9.25) 












さらに， KricheverとNovikovは特別な場合として m= 4， n = 6， r = 2の場合にこの
零曲率方程式系(実際には本来のKP方程式すなわち 1十2次元の部分だけを考えた)を
楕円菌数を用いて具体的な形で書きあらわし，そこから KdV方程式によく似た方程式
1 3 1 -C:~ 3 ~ 




が得られることを示している.ここで Cは従属変数 c=c(x，t)，添字は Cx=θ'xc， Ct =θtC， 
Cxxx θI~C というように導函数をあらわす• p(z)はもちろんWeierstrassの p函数であ
る.これがいわゆる KricheveトNovikov方程式である.この方程式はり =p(c)を従属変
数として
り". I V".".". .jり乞¥ 3 ， ~ 、
Vt =ニー iニヱエーム」と i十一一(4v0 - g2υ-g3) 




が現れることが注目される.g2，g3はp函数の満たす方程式p'(Z)2= 4p(z)3 -g2P(Z) -g3 
の係数である.
Krichever-N ovikov方程式はこのような意味でKdV方程式の一種の f楕円的類似jであ





[8th -Ak(γ)， 8x -A(γ)J = 0 (9.29) 
という方程式が得られる.この方程式に対して Ak(γ)とA(γ)のγ=γs(x，t)における
Laurent展開の主要部を代入し，z -z(γs(x， t)の -2，-1次の部分を取り出すと(詳細は
省くが)， (8.2)， (8.3)に相当する方程式
。
tnγs( x， t)+ Tr ( tβk.s(X， t)αs(x， t)= 0， 
九αs(x，t) +αs(X)Ak，s，l(X，t) =κk，s(X， t)αs(x， t)
が得られる.ここで Ak，s，l(X，t)はAk(γ)のLaurent展開の定数項，
tβk，s (x， t)αs(x， t) Ak(γ) = I r.:; \~;_./ 1_0 ~.~ ~ -/ + Ak，s，l (x， t)+ O(z -z(γs(x)))， z -z(γs(り))
また κk，s(x， t)はスカラー量で， κs(x，t)と同様，方程式自体によって決まる.
(9.30) 
(9.31 ) 




w(γ)を曽(γ)Ix=xo ，t=O = 1というように正規化しておけば(補正行列 C(γ)の選び方でそ
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